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U¨ber eine Ungleichung von Schmidt und Summerer
fu¨r diophantische Exponenten
von Linearenformen in drei Variablen
von Nikolay Moshchevitin1 (Moskau)
§1. Diophantische Exponenten.
Sei n ∈ Z+ und Θ = (θ1, ..., θn) ∈ Rn. Das n-Tupel Θ heißt eigentlich, wenn 1, θ1, ..., θn linear
unabha¨ngig sind u¨ber dem Ko¨rper der rationalen Zahlen. Ist ein n-Tupel Θ gegeben, so setze man
fu¨r t > 1
ψΘ(t) = min
x1,x2,x3∈Z: 16maxj |xj |6t
||θ1x1 + θ2x2 + θ3x3||.
Die diophantischen Exponenten ω = ω(Θ) und ωˆ = ωˆ(Θ) sind definiert durch:
ω = ω(Θ) = sup{γ ∈ R : lim inf
t→+∞
tγψΘ(t) < +∞},
ωˆ = ωˆ(Θ) = sup{γ ∈ R : lim sup
t→+∞
tγψΘ(t) < +∞}.
Bekanntlich ist
ψΘ(t) 6 t
−n,
sodass
ω(Θ) > ωˆ(Θ) > n. (1)
Im Falle n = 1 haben wir ωˆ(Θ) = 1 fu¨r alle Θ ∈ R \Q.
Im Falle n = 2 hat V. Jarn´ık [1] eine Verbesserung der trivialen Ungleichung (1) erhalten.
Satz 1. (V. Jarn´ık [1]) Ist Θ = (θ1, θ2) eigentlich, so ist
ω(Θ) > ωˆ(Θ)(ωˆ(Θ) + 1). (2)
M. Laurent [3] zeigt daß die Ungleichung (2) optimal ist.
Im Falle n > 3 zeigt V. Jarn´ık [2] eine weitere Ungleichung, die aber nicht optimal ist. Es wurde
eine Verbesserung von Moshchevitin [4,5] vorgenommen, die sich aber auch als nicht optimal erwiesen
hat.
W.M. Schmidt und L. Summerer [7,8] haben eine neue und leistungsfa¨hige Methode entwickelt,
mit ber sie die folgende Ungleichung bewiesen haben.
Satz 2. (W.M. Schmidt und L. Summerer [9]) Ist Θ = (θ1, θ2, θ3) ein eigentliches System, so ist
ω(Θ) > ωˆ(Θ) ·
√
4ωˆ(Θ)− 3− 1
2
. (3)
Satz 2 entha¨lt nun die optimale Ungleichung.
1 Die Untersuchung ist von der Beihilfe der russischen Regierung 11. G34.31.0053 und RFBR No.12-01-00681-a
unterstu¨tzt.
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Weiter mo¨chten wir Satz 2 kurz beweisen, indem wir uns auf unsere U¨berlegungen in [6] beziehen.
§2. Ein kurzer Beweis fu¨r Satz 2.
Es seien
mν = (m0,ν , m1.ν , m2,ν , m3,ν) ∈ Z4
die Bestapproximationsvektoren fu¨r die lineare Form mit Koeffizienten θ1, θ2, θ3. Sei
Lν = |m0,ν +m1.νθ1 +m2,νθ2 +m3,νθ3|, Mν = max
j
|mj,ν|.
Sei α < ωˆ, so hat man
Lj−1 6M
−α
j (4)
wenn j hinreichend groß ist.
Wir haben zwei Fa¨lle.
Fall 1. Es gibt einen linearen Teilraum L ⊂ R4, dimL = 3, und mν ∈ L wenn ν hinreichend groß
ist. Im diesem Falle haben wir (2). Das ist besser als (3).
Fall 2. Es gibt unendlich viele Paare ν < k mit den folgenden Eigenschaften:
(i) die Vektoren
mν−1,mν ,mν+1
sind linear unabha¨ngig;
(ii) die Vektoren
mk−1,mk,mk+1
sind linear unabha¨ngig;
(iii) es gibt einen linearen Teilraum pi, dimpi = 2 und
ml ∈ pi, ν 6 l 6 k; mν−1 6∈ pi, mk+1 6∈ pi;
(iv) die Vektoren
mν−1,mν ,mν+1,mk+1
sind linearisch unabha¨ngig.
Aus (iii) folgt
LνMν+1 ≍ Lk−1Mk. (5)
Aus Eigenschaft (iv) wird geschlossen auf
1≪ Lν−1MνMν+1Mk+1. (6)
Aus Ungleichungen (5) und (6) ist herzuleiten
LνMν+1 ≍ Lk−1Mk ≪ Lν−1MνMν+1 · Lk−1MkMk+1.
Sei
b =
−1 +√4α− 3
2(α− 1) , a = 1− b. a, b ∈ [0, 1], λ = b(α− 1) =
√
4α− 3− 1
2
.
Also entweder
(Lk−1Mk)
a ≪ Lk−1MkMk+1, (7)
oder
(LνMν+1)
b ≪ Lν−1MνMν+1. (8)
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Aus (7) und (4) folgt
Mk+1 ≫M b(α−1)k =Mλk
und
Lk ≪M−αλk . (9)
Aus (8) und (4) hat man
Lbν ≪ M1−bν+1M1−αν .
Aber aus (4) erha¨lt man
Mν+1 6 L
−1/α
ν
und
Lbν ≪ L
b−1
α
ν M
1−α
ν ,
sodass
Lν ≪M
α(1−α)
b(α−1)+1
ν = M
−αλ
ν . (10)
Also wir haben (9) oder (10).
Daher gilt ω(Θ) > λα, und daraus folgt (3).
Der Autor dankt L. Summerer und Yu. Rabotkin fu¨r ihre Hilfe in der U¨bersetzung
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